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Aufgabe 1 |

a) U ist kein Unterraum, da es nicht abgeschlossen bzgl. der
skalaren Multiplikation ist. Es gilt z.B. v = (1,0,0) € Uj,
aber —u = (—1,0,0) & Us.

b) — siehe nichste Folie

c) Us ist wegen (0,0,0) ¢ Us kein Unterraum.

d) Us ist kein Unterraum, da es nicht abgeschlossen bzgl. der

skalaren Multiplikation ist. Es gilt z.B. u = (1,1,1) € U,
aber 2u = (2,2,2) & Us.
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I
Aufgabe 1

U, ist ein Unterraum.

(i) Ux #10, daz.B. 0 € U gilt.
(ii) Fir u,ve U gilt u+v € Us.

n Vi
u—+v= 7)) -+ Vo
2Ll]_ — U 2V1 —
uy + vy
= us + v»
2u1 — Us +2vi — v

up + v
= U + Vo e U,
)

2(U1 + V]_) — (LI2 + w
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Aufgabe 1 Il

(iii) Fir u e Us gilt Au € Us.

uy
Au=\ u»
2U1 — Uy
)\U]_
= )\Uz
)\(2U1 — U2)
)\U]_
= AUy e U
2>\U1 - /\U2
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Aufgabe 2 |

Zum Priifen der linearen Unabhangigkeit der Polynome p1(x), p2(x),
p3(x) muss die folgende Gleichung geldst werden:

A1 pr(x) + A2 pa(x) + Az - pa(x) =0
A (P —x+1)+ X (3x% —2x+2) + A3+ (11x* —8x+9) =0
(M + 32+ 1123) - x* + (=A1 — 202 — 8X3) - x + (A1 +2X2 +9X3) =0
Zwei Polynome sing gleich, wenn ihre Koeffizienten gleich sind. Die
obige Gleichung entspricht dem folgenden Gleichungssystem:
A1 +3X+11X3 =0
—A1—2X2—8X3=0
A1+2X2+923 =0
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Aufgabe 2 I

Losen mit dem GauB-(Jordan-)Verfahren ergibt:
A1 =X =X3=0.

Da neben der trivialen Losung A1 = A» = A3 = 0 keine weiteren
Losungen existieren, sind die Polynome p;i(x), p2(x) und p3(x)
linear unabhiangig.
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Aufgabe 3 |

Zunachst werden die Vektoren als Zeilen einer Matrix aufgeschrie-

— vy — 1 2 0 1
A=|— v —| =12 4 1 1
— vz — 5 10 2 3

Diese wird nun in Zeilenstufenform uberfiihrt:

2 1
4 1 (=21
3|1 —=5-1
1
-1
=2 (=21
1
-1
0

—_
o

1

OO R OO ON
O O NO O NO
O = OIN = OIN =
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Aufgabe 3 I

Alle Nichtnullzeilen der erhaltenen Matrix in Zeilenstufenform bil-
den die gesuchte Basis. Es gilt

0
b1 und b2 = (])-

= O N =

-1
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Aufgabe 4 |

Aufstellen der Blockmatrix (A|E) und Uberfiihren in reduzierte Zei-

lenstufenform:
1 3 -7 1 0 0

-3 -8 19 0 1 0fH+4+3-1

3 6 —14 0 0 1|M=3-1
1 3 -7 1 0 0
0 1 -2 3 10
0 -3 71-3 0 1[H+3-1
1 3 -7 1 0 O0fI+7-1
0 1 =2 31 0fH+4+2-1
0 0 1 6 3 1
1 3 0 43 21 7(1-=3-1
0 1 0|15 7 2
0 0 1 6 3 1
1 0 0l-2 0 1
0 1 0| 15 7 2
0 0 1 6 3 1
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Die inverse Matrix kann nun an der letzten Zeile direkt abgelesen
werden. Es gilt

-2 01
Al=115 7 2
6 3 1
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I
Aufgabe 5a

Entwickeln nach der zweiten Spalte liefert

Lo s L2 -1

det A = det =2-det |0 5 -=-2{.
0 0 5 -2 31 0
3 0 1 O

Die Determinante der 3 x 3 Matrix kann nun z.B. mithilfe der Regel
von Sarrus bestimmt werden:
1 2 -1
det [0 5 —2| =1.5.042-(=2)-3+(1)-0-1

1
3L 0l ) 5.3-1.(-2)-1-2.0.0
=5.

Insgesamt gilt somit det A =2-5 = 10.
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Die Determinante der Matrix A~! kann wie folgt berechnet werden:

detA™l = ——
det A
10
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Zunichst miissen die Einheitsvektoren e; = <é> und e = <(1)>

als Linearkombination der Basisvektoren dargestellt werden:

1
e1 = A\ib1 + Aabr = M\ <2) + A2 <_01>

1 0
€ = p1by + pabo = g o) the ;)

Bestimmen der Koeffizienten liefert

)\1:1, )\2:2 und /1,1:0, ,u2:—1.
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Aufgabe 6

Es folgt:
flen) = (b + 202) = F(br) 42 £(5) = (3
Fler) = F(—b2) = —F(ba) = (g)

Die Abbildungsmatrix A erhidlt man, indem man die Bilder der
Einheitsvektoren als Spalten der Abbildungsmatrix verwendet:

ST
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Abgeschlossenheit bzgl. Addition:

Es sei vi,v» € f(U). Dann existieren uy, up € U mit f(u1) = vy,
f(u2) = vo. Da U ein Unterraum ist, gilt u; + up € U. Es folgt
f(ul + U2) = f(ul) + f(UQ) =vi+ w E f(U)

Abgeschlossenheit bzgl. skalarer Multiplikation:

Esseiv € f(U) und A € K. Dann existiert ein u € U mit f(u) =
Da U ein Unterraum ist, gilt Au € U. Es folgt f(Au) = A (u)
Av € f(U).

V.
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Aufgabe 8

Als Grenzwert ergibt sich a = % Uberpriifen mithilfe der Definition
der Konvergenz ergibt:

3n+6 3

5n _E‘ < c
6

iS4 ‘S—n < ¢
6

54 5—n < ¢
6

54 5 < n

Fiir alle n > ng = [2] gilt |a, — a| < & fiir ein beliebiges ¢ >
0. Damit ist gezeigt, dass es sich bei a = % tatsdchlich um den
gesuchten Grenzwert handelt.
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Aufgabe 9

Aufgrund der Stetigkeit der Wurzelfunktion gilt

. /8ln*+n2—-3+5n
lim

n—00 4n2 —n+1

lim
n— oo

V8ln*+n%2—-3+5n
4n2 —n+1 n

Nun kann der Grenzwert unter der Wurzel berechnet werden:

i 81n* £ n2 —3+5n i nzm-l—Sn
nLngo 4n2 — n+1 - nLngo 4n2 — n+1

(e - +3)
=4/ lim
e (4= T+ )
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Aufgabe 10a

fi(x) = Vx2+1 tan(x)
()= [Voe 1]' tan (x) + V<2 + L - [tan(x)]’

1 / 1
=5 \/_ “2x-tan(x) + Vx2+1 (cos( ))2
~ x-tan(x) x2+1

VX2 H1 (cos(x))?
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Aufgabe 10b

fa(x) = sin (cos (5*))

f3(x) = cos (cos (5)) - [cos (5%)]’
= cos (cos (5%)) - (—sin (5%)) - [5*]’
= cos (cos (5%)) - (—sin (5%)) - 5 - In(5)
= — cos (cos (5%)) - sin (5) - 5* - In (5)
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Aufgabe 10c

f3(X) = XSi" (x) — eSin(X)-In(x)

f(x) = eI sin (x) - In (x)]'
— eSin(x)In(x) | (Cos (x) - In (x) +sin (x) - %)

s () | (cos (x) - In(x) + i (X)>

X
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Aufgabe 10d

fa(x) = x° - cos (5 - V/x) - logy (x)
f“/(x) = [xe}/ - cos (5 - v/x) - logy (x) + x° - [cos (5 - \/;)]’ - logy (x) + x€ - cos (5 - v/x) - [loga (x)]
—e-x*"1. cos (5 Vx) - loga (x) + x - (—sin (5- /%)) - [5-Vx] - loga (x)

1
+xe~cos(5-\/§)~ln(2).x

—e-x*71 - cos (5 - /x) - logy (x) + x - (—sin (5 v/x)) -5 - [\/;}'-Iogz (x)

+x% - cos (5 V/x) - |n(21)-x
:e~xe_1-cos(5-\/;) <loga (x) +x° - (=sin(5- /%)) -5- 2‘1\/; - logy (x)
+x% - cos (5 - V/x) |n(21)-x
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Zunichst werden die Formeln fiir die Oberfliche O und fiir das Vo-
lumen V eines Zylinders bendtigt. Hierbei bezeichnet r den Radius
des Zylinders und h dessen Héhe.

O = 27r® + 2rh

V =nr’h

Umstellen der Formel fiir O nach h und Einsetzen in die Formel fiir
das Volumen ergibt

h O — 27r?
2rr

O —27r?
V=nr? ="

2mr

r-0O
= —7r
2
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Aufgabe 11 Il
Ableiten von V nach r ergibt
V'(r) = g — 37r2.

Bestimmen der Nullstellen von V’(r) liefert als einzige positive

Nullstelle
)
n = 6_7['
Bestimmen der zweiten Ableitung:
V"(r) = —6nr.

Wegen V" (ry) < 0 besitzt die Funktion V/(r) an der Stelle ry ein
Maximum.
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Aufgabe 12a

Umschreiben des Falls oc®, so dass die Regeln von de I'Hospital
(%) angewendet werden kénnen:

. 1 . 1 lim (%:nx

lim (xx) = lim (ex'"x> :ex—m(x )
X—>00 X— 00

Berechnen von |im (l -In x):

x—00 X

. 1 . Inx\ () .. 1
im (—Inx) = lim { — | = |lim | £
x—00 \ X X—00 X x—oo \ 1
Als Grenzwert ergibt sich:

1
= lim (—) =0.
x—00 \ X

. 1 lim (L:Inx
||m (Xx) = ex—nx;(x )
X—»00

=&’ =1.
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Aufgabe 12b

) 1 2 ) x% — 2sinx
lim (= — = ) = lim ( =————
x—0 \ sin x x-0 \ x2sinx

(*) .. 2x — 2cos x
= lim -
x—0 \ 2x sin x + x2 cos x

B 2-0—2cos0
~2.0-sin0+02-cos0

= —00
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Aufgabe 12c¢-d
c)
i x2 —4x+2 52_4.542 7 1
i = = ==
x—5 2x + 4 2-5+14 14 2
d)
i 21\, 2%.In2
Wi\ 231 ) — AN\ 23 n3
2 i (%
T 2.3.In3 xne \ 3%
In2 O 2\*
_2.3.|n3'x'£20<§) =0
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Aufgabe 13

Es muss der Grenzwert lim (j—f,) berechnet werden. Es liegt der
X—>00

Fall 2 vor. Mehrfaches Anwenden der Regeln von de I'Hospital (x)
ergibt:

) &N\ ) . -lna\ ) ) . a - (Ina)"
im [ — | = lim =...=lim[|[——— ) =
x—o00 \ X" x—o0 \ n-xn—1 X—$00 n!

Wegen Ii_}m (Z7) = oo wichst die Funktion f(x) schneller als die

Funktion g(x).
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