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Kapitel I: Mengen

Aufgabe |-1

Es seien A= {5,7,9}, B=1{5,6,7} und C = {1,3,5,7,9} gegeben. Es gilt:

a)AuB:{a@Lﬂ
—A

Amcz{azﬁ
C\A= {1,3}
AAB:{6,9}

b) ANBNC = {5,7}
¢) P(B) = {0.{5}. {6}, {7}.{5,6},{5.7}.{6.7}.{5.6.7} |

d) Ax B ={(5,5),(5,6),(5,7),(7.5).(7,6), (7,7),(9,5),(9,6),(9,7)}
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Aufgabe -2

Es gilt:
a) P(0) = {@}
b) P(P®)) = {0, {0}}
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Aufgabe [l1-1

Bei der Multiplikation mit einer natiirlichen Zahl n € N handelt es sich um eine Kurz-
schreibweise fiir die Addition von n gleichen Summanden. Es gilt

n-a=a-+...+a.
N !

n Summanden
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Aufgabe I11-2 a-b

Fiir die Summe 74358 + 9671 4 12345 ergibt sich:

7 4 3 5 8
+ 9 6 7 1
+ 1, 20 31 4 5
= 9 6 3 7 4

Fiir die Differenz 47147 — 8959 ergibt sich:
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Aufgabe I11-2 ¢

Fiir das Produkt 13579 - 80105 ergibt sich:

1 3 5 7 9 -8 0 1 0 5
1 .0 28 46 63 72 O
1 3 5 7 9 0
6 17 28 39 45
1 0 8 7 7 4 5 7 9 5

+ o+
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Aufgabe [11-2 d

Fiir den Quotienten 24680 : 47 ergibt sich:

2 46 80 : 47 =525
-2 35
1 1 8
- 9 4
2 4 0
-2 3
5

Als Ergebnis ergibt sich 525 Rest 5.
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Aufgabe [11-3

10_3 1,2 22 1

e)1+5+2+1+1—E+§+E+1_4+2—E—z
3 6 5 10 30 30 30 30 30 30 3
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Kapitel Ill: Rechnen mit natiirlichen/ganzen Zahlen & Briichen

Aufgabe Il1-4

3, a 1 5

a) 7% b) 2 <) 36 d) >Y
1 b10C3

S L L
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Aufgabe I11-5 a

3 _4ab—1+2_3-2b—(4ab—1)-a-|—2-432b

232 4ab 432p
_ 6b— 43%°b + a+ 8a%b
- 43°b
B 4a°b+6b+ a
a 432p
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Aufgabe [11-5 b

x y X X B y _ X
P—xy Xtxy xX*-y? x(x—y) x(x+y) (x+y)x-y)

x-(x+y)—y (x—y)—x-x
x(x+y)(x—y)

xz—i—xy—xy—l—yz—x2
x(x+y)(x—y)

y2

T X y)(x )
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Aufgabe [11-5 c-d

a—3b 25a°—1  a—3b (5a+1)(5a—1)
Sa+1 a%2—6ab+9b2 5a+1 (a—3b)?
_ba-—-1
a—3b
2x—3 4x* -9  2x—3 10x2
5x  10x2  5x  (2x+3)(2x —3)
. 2x
C2x+3
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Kapitel IV: GroBter gemeinsamer Teiler & kleinstes gemeinsames Vielfaches
Aufgabe V-1

Zunichst werden die Primfaktorzerlegungen bestimmt:
700 =27 .5 .7
300 =27 -3" .5

126 =21.3%.7¢

Fiir den groRten gemeinsamen Teiler und das kleinste gemeinsame Vielfache ergeben
sich somit:

ggT (700,300, 126) = 2* =2

kgV (700,300,126) = 2° -3 .57 . 7" = 6.300
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Aufgabe V-1

49, 6% von 75 entsprechen 75% von 49, 6. Folglich gilt

49,6% - 75 = 75% - 49,6 = Z 49,6 = 37,2.
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Aufgabe VI-1

a) 27 b) 49 c) —125

d) -16 e) 36 f) —225
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Kapitel VI: Wurzel, Potenzen & Logarithmen

Aufgabe VI-2 a-b

TVx 4+ V2y/8y — V1bx — 4y = Tv/x —V1bx + /2 - 8-y — 4y
=TVx—4/x+ 4y — 4y
=3y/x

/11 12 [11.12
60 V55 \60-55
1
V5.5
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Aufgabe VI-2 c-d

v/0,1-4/0,121 = 1/0,0121

=0,11

(a—Vb)(a+Vb)=2a>—b
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Aufgabe VI-3 & V-4

Aufgabe VI-3
a) r=2 by r=5
1
c) r=1000 d) r=1s
Aufgabe VI-4
a) r=3 by r=-1

Q) r=5-4+3=4 d) r=>
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Aufgabe VI-5

n entspricht 1600 Jahren. Es gilt

1 n
10g - (5) =1,25¢g

1\" 1,25¢
2)  10g

Hieraus folgt direkt, dass n = 3 gilt. Es dauert also 3 - 1600 = 4800 Jahre, bis die 10g
Radium 88 zu 1,25g zerfallen sind.
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Aufgabe VI-6

Die bewachsene Flache verdoppelt sich jeden Tag. Da der Teich nach 30 Tagen komplett
zugewachsen ist, ist er nach 29 Tagen zur Halfte und nach 28 Tagen zu einem Viertel
zugewachsen.
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Kapitel VII: Rechengesetze

Aufgabe VII-1, VII-2 & VII-3

Aufgabe VII-1

a) a'l b) 20x’

c) 92° d) —20x°
Aufgabe VII-2

a) 3 x b) x2—2b

3

c) — d) a=4p>ty

) % )
Aufgabe VII-3

a) x* b) x3 c) az=
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Aufgabe VII-4 a-b

log <2ib) = log a — log (2b)

= loga—logb — log?2

o azc—i—ac_c e a’c+ ac — ac
8\ b b) %8 ab

(%)

= log (ab™'¢)

I
o
0

=loga—logb+logc
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Aufgabe VII-4 c-d

log (\7?) — loga+ 2log (%a) = %Ioga —loga+2 <|og (%) + log a>

= gloga—2log7

a?b ¢ > 4
I =1 -
og ( T > og (ab c )

=loga—2logb+4logc
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Aufgabe VII-4 e

log (a%) + log (\/E) — log (ab®) = 3loga+ % log b — (log a + 2log b)

3
:2Ioga—§Iogb
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Aufgabe VII-5

\/az~b—1'd-a5 . (c~b“)2 . (c2)3 - b2
(@b c2ds(b-at)
= log

log

\5/3710 . b—l.c-2.45

= log (m) — log (\5/3—10 -b~1.c-2. ds)
= Tlog (-6 d) — Hlog (a7 b7H 2 o)
2 5

Ioga—|— Iogb—|—4logc+ L Iogd+2loga+ ; Iogb—l—%logc—logd

EIoga—l—i—glogb—i—%logc—llogd
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Aufgabe IX-1

Die folgenden Operationen sind assoziativ:
> Addition
» Multiplikation

Die restlichen Operationen sind nicht assoziativ. Es kdnnen leicht unzidhlige Gegenbei-
spiele gefunden werden.

Hinweis: Die Assoziativitit hiangt neben der Verkniipfung auch von den verkniipften
Elementen ab. Die Losung dieser Aufgabe bezieht sich auf die gangigen Zahlenbereiche
N, Z, Q, R und C.
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Aufgabe 1X-2

Die folgenden Operationen sind kommutativ:
> Addition
» Multiplikation

Die restlichen Operationen sind nicht kommutativ. Es kdnnen leicht unzdhlige Gegen-
beispiele gefunden werden.

Hinweis: Die Kommutativitat hangt neben der Verkniipfung auch von den verkniipften
Elementen ab. Die Losung dieser Aufgabe bezieht sich auf die gangigen Zahlenbereiche
N, Z, Q, R und C.
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__Kapitel IX: Verkniipfungen und deren Eigenschaften
Aufgabe IX-3

Fiir rationale Zahlen r; = o 2= 0 und r3 o gilt:

(r1+r2)+r3= <ﬂ+B> -l-E
qi1 qz qas

pP1g2 + p2g1 i P3
qi1q2 g3
(P19243 + P291G3) + P3G1q2
414243
P19293 + (P2q193 + P3q1G2)
q192q3
PL . P2Gs + P3Ga
q1 q2q3

_P <&+&)
q1 qz q3

=n+ (r2—|—r3)
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Aufga be XIV-1




Aufgabe XV-1

E ag=ay+a+az+a,
1<k<4

> ai=ay+as+as+as+ aw
1<i<10
i: gerade
> =243 425427 42°
0<j<10
Jj: ungerade
Z bj = bo + b3 + bs + by + bi1 + bi3

1<j<15
j: Primzahl

Z ak = a1 + as + ag + a1 + axs + aze + aso

1<k<50
k: Quadratzahl
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Aufgabe XV-2

a) wahr
b) falsch
c) wahr
d) falsch
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Aufgabe XVI-1 a-c

a(x) + b(x) = x> +2x* —4x +5
a(x) — b(x) = x> +2x* —6x + 1

a(x) - b(x) = x* +2x3 +2x3 +4x*> —5x> —10x +3x + 6

=x*+4x3 - x> —-7x+6
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Aufgabe XVI-1 d

x3 +2x2  —5x +3 (x+2)=x*>-5

- (x® +2x?)
—bx 43
- (=5x —10)
13

Es gilt

x342x> —5x+3=(x>—-5)-(x+2)+13.
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Aufgabe XVII-1

—+

a) x3 = —4 sowie xp =2

b) x1 = V7 sowie xp = —/7

c) x1 = 0 sowie xp = %

d) x1 = 0 sowie xop =1

e) x1 = —8+2;1‘9/ﬁ sowie xo = —8724@
)

keine Losung
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Aufgabe XVII-2

a) x—§ _b

"3 Y=
b) x=1 y=3
c) x=-1 y =2
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Aufgabe XVII-3 a

Es ergibt sich das folgende Gleichungssystem (p = Paul; v = Vater):
p—+v=33
p+30= l(v+30).
2
Umformen und Auflésen des Gleichungssystems ergibt

p=1 und v =32.
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Aufgabe XVII-3 b

Es ergibt sich das folgende Gleichungssystem (m; = Michael; m, = Mutter):

1
mi = —my

2
m; + 2+ m, + 2 = 100.

Umformen und Auflésen des Gleichungssystems ergibt

m; = 32 und m, = 64.
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Aufgabe XVII-4

Subtraktion der ersten von der zweiten Gleichung sowie Addition des Zweifachen der
ersten zur dritten Gleichung ergibt:

x1+3x +5x3 =4
X+ x3 =1
X +2x3 =0
Subtraktion der zweiten von der dritten Gleichung liefert:
x1+3x +5x3 = 4
x4+ x3 = 1
x3 = —1
Riickwartseinsetzen liefert die gesuchten Ldsungen:

x1=3, xx=3, x3=-1.
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Aufgabe XIX-1

Es sei n eine ungerade ganze Zahl. Dann lasst sich n als n = 2k + 1 darstellen, wobei
k eine ganze Zahl ist. Daraus folgt mithilfe der ersten binomischen Formel:

n? = (2k+1)> = 4k2 + 4k +1=2- (2k* + 2k) +1.
€L

Aus dieser Darstellung folgt, dass n® ungerade ist. (]
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Aufgabe XIX-2

Man berechnet zunéchst die doppelte Summe. Der erste und der letzte, der zweite und
der vorletzte, der dritte und der vorvorletzte (usw.) Summand ergeben in der Summe
stets n + 1:

2-(1+2+...+(n—1)+n):(1+n)+(2+(n—1))+...+(n+1)
:n-(nJrl)

Damit wir die einfache Summe erhalten, teilen wir diesen Ausdruck durch 2 und erhal-

ten:
n(n+1)
B

Diese Aufgabe (samt Ldsung) ist auch als der , kleine GauR" bekannt.

1+2+...+n=
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Kapitel XIX: Beweistechniken

Aufgabe XIX-3

Es existieren (unter Zuhilfenahme des Hinweises) 1 Million verschiedene Mdglichkeiten
fir die Anzahl an Haaren. Da Hamburg etwa 1,8 Millionen Einwohner hat, miissen nach
dem Schubfachprinzip folglich mindestens 2 Personen dieselbe Anzahl an Haaren auf

dem Kopf haben.
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Aufgabe XIX-4 |

Wir wollen annehmen, dass die Behauptung falsch ist, d.h., wir nehmen an, dass es ein
a € Q gibt, fiir das a® = 3 gilt. Diese Annahme fiihren wir zum Widerspruch, woraus
folgt, dass die urspriingliche Aussage richtig sein muss.

Da a € Q gilt, Iasst sich a als Bruch darstellen, d.h., a = 7 fiir m,n € Z mit n # 0.
Wir kénnen o.B.d.A. voraussetzen, dass der Bruch = in vollstandig gekiirzter Form

vorliegt. Aus a> =3 und a = ™ folgt (%)2 = 3, woraus folgt:

m? = 3n°.
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Aufgabe XIX-4

Folglich ist m? eine durch 3 teilbare Zahl. Dann ist folglich auch m eine durch 3 teilbare
Zahl, d.h., m = 3k fiir ein k € Z. Dies folgt aus der Eigenschaft, dass es sich bei 3 um
eine Primzahl handelt.

Setzt man dies in m? = 3n? ein, so folgt 9k?> = 3n?, woraus n®> = 3k? folgt. Also ist

n? eine durch 3 teilbare Zahl, woraus folgt, dass auch n durch 3 ist.

Demnach gilt n = 3k’ fiir ein k' € Z. Wir haben also m = 3k und n = 3k’ gezeigt. Dies
ist ein Widerspruch zur Voraussetzung, dass 7 in vollstandig gekiirzter Form vorliegt.

Die Annahme /3 € Q wurde zum Widerspruch gefiihrt, womit die urspriingliche Aus-
sage V3eR \ Q bewiesen ist. (J
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Aufgabe XIX-5

Angenommen, es gibt nur endlich viele Primzahlen ps, ..., p,. Man multipliziert die
Primzahlen py, ..., p, und addieren 1:

p=pi--.. pnt+1
Die so entstandene Zahl p ist durch keine der Primzahlen ps, ..., p, teilbar. Wegen
p > 1 besitzt p also entweder einen Primfaktor, der nicht in py,..., p, enthalten ist,
oder ist selbst eine Primzahl. Beide Fille stellen einen Widerspruch zur Annahme dar,
dass p1, ..., p, alle existierenden Primzahlen sind.

Dies beweist, dass es unendlich viele Primzahlen gibt.
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Aufgabe XIX-6 |

Beweis:

Mit vollstandiger Induktion l3sst sich zeigen, dass A(n) nicht nur fiir bestimmte n € N,
sondern fiir alle n € N gilt:

(1) Induktionsanfang

12 (14 1)

A(1) ist richtig, da 13 =

gilt.
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Aufgabe XIX-6 I

(1) Induktionsschritt

Es sei n € N eine beliebig gewahlte natiirliche Zahl; wir setzen voraus, dass A(n)
fiir dieses n richtig ist, d.h., es gelte fiir dieses n:

23——“) . ()

Wir haben zu zeigen, dass unter dieser Voraussetzung auch A(n + 1) richtig ist,
d.h., wir miissen Folgendes nachweisen:

n§+:1i3 ~ (n+1)%(n+2)°
N 4
i=1
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Aufgabe XIX-6 Il

Dies ergibt sich durch folgende Rechnung:

n+1 n
Zi3 = Zi3+(n+1)3
i=1 i=1
2 2
= LB (n: 2N (n+1)°
Zusammenfassen n? (n + 1)2 + 4(" + 1)3
- 4
(n+1)2 ausklammern (I‘) + 1)2 (nz +4n+ 4)
N 4
()0
= f

Damit sind (1) und (1) gezeigt; nach dem Induktionsprinzip gilt A(n) also fiir alle n € N.
O

(© 2023 Steven Kohler Wintersemester 2023/24



Aufgabe XIX-7 |

Beweis:

Mit vollstandiger Induktion l3sst sich zeigen, dass A(n) nicht nur fiir bestimmte n € N,
sondern fiir alle n € N gilt:

(1) Induktionsanfang

A(0) ist richtig, da2-0+1=1= (0+1) gil.
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Aufgabe XIX-7 I

(I1) Induktionsschritt

Es sei n € N eine beliebig gewahlte natiirliche Zahl; wir setzen voraus, dass A(n)
fiir dieses n richtig ist, d.h., es gelte fiir dieses n:

n

Z(2i+1) = (n+1)2. (%)

i=0

Wir haben zu zeigen, dass unter dieser Voraussetzung auch A(n + 1) richtig ist,
d.h., wir miissen Folgendes nachweisen:

n+1

S (i+1) = (n+2)%

i=0

(© 2023 Steven Kohler Wintersemester 2023/24



Aufgabe XIX-7 IlI

Dies ergibt sich durch folgende Rechnung:

ni(ziﬂ) 3 (2i+1)+ (2n+3)

2 (n+1)%+ (20 +3)
= n’+2n+1+2n+3
= n2-|—4n-|—4

= (n+2)°

Damit sind (1) und (1) gezeigt; nach dem Induktionsprinzip gilt A(n) also fiir alle n € N.
O
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Kapitel XX: Vektoren

Aufgabe XX-1

a) Es ergibt sich:

9

at+b=12
16

1
a—b=1[-2
30

-1
b—a= 2 .
-30

b) Esgilt a € R3 und b € R?. Da nur Vektoren gleicher Dimension addiert/subtrahiert
werden kénnen, ist diese Aufgabe nicht lésbar.
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Aufgabe XX-2

Es ist
—6
v=vi—w+3n = 3
9

Hieraus folgt

lv| = \/(—6)2+32+92 =126 =3 V14,
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Aufgabe XX-3

Zwei Vektoren sind genau dann senkrecht zueinander (orthogonal), wenn ihr Skalarpro-
dukt gleich 0 ist. Es gilt

vi-vo=4-(-2)+(-2)-4+5-0=—16.

Die beiden Vektoren v; und v» sind also nicht senkrecht zueinander.
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Kapitel XX: Vektoren

Aufgabe XX-4

a) Esgilt
a-b=3-(=1)+1-5+(~1)-2=0
a-c=3-(-6)+1-(-2)+(-1)-2=-22
b-c=(~1)-(~6)+5-(~2)+2-2=0.

Es gilt also al b sowie bl c. a und c sind nicht orthogonal.
b) ¢ = axbist senkrecht zu a und senkrecht zu b. ¢’ ist der zu ¢ gehdrende normierte
Vektor:

7 7
c=axb=|-5 =
16 V330 \ 16
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Aufgabe XXI-1 a-b

log (2;2) = log a — log (2b)

= loga—logb —log?2

2

log (%) —log (b™Y) + log <a—) —loga—2log b+ log b+ 2loga+ log b

b—l
=3loga
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Aufgabe XXI-1 ¢

log (\3/;2) — loga+ 2log (%a) = %Ioga —loga+2 <Iog (%) + log a>

= gloga—2log7
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Aufgabe XXI-2

33,1 _ o1
(x 23) x825
x622 x672
= x%z*
7a°h% b3
4938p—3 724
— _a—4b—3
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Kapitel XXI: Wiederholungen

Aufgabe XXI-3

N=

(7))

Setzt man x = 6 ein, erhalt man:

OROR

Analog erhalt man fiir b) x = —2 sowie fiir c) x = 4.
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Aufgabe XXI-4

Eine Funktion ist periodisch, wenn sie sich auf dem gesamten Definitionsbereich in
regelmaBigen Abstanden wiederholt.

» Periode von sin x: 27

» Periode von cos2x: 7

» Periode von sin %x: 6m
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Kapitel XXI: Wiederholungen

Aufgabe XXI-5

—34+V73 . —-3-V73
—————— sowie Xp = ————

8 8
b) keine Losung

a) X1 =

c) Durch Ausprobieren erhalt man die erste Nullstelle x; = 1. AnschlieBende Polynom-
division und pg-Formel ergibt die restlichen Nullstellen: x, = —1 sowie x3 = —2.
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Aufgabe XXI-6

Zunichst bestimmt man das Skalarprodukt von a und b und setzt dieses gleich 0.
0=1-2+2-0+3-x.

Umstellen nach x ergibt:

2
X =—=.
3
Fir x = —% sind die beiden Vektoren senkrecht zueinander.
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