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Kapitel XV: Das Summenzeichen
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Kapitel XV: Das Summenzeichen

Das Summenzeichen |

Wir betrachten die Summe der ersten n naturlichen Zahlen:
1+2+34...+(n—1)+n.

Aufgrund des sehr speziellen Aufbaus der Summe ist leicht zu erraten, welche Sum-
manden abkiirzend als ... dargestellt sind.

Die Summe aus diesem Beispiel l3sst sich mit dem Summenzeichen wie folgt darstellen:

n
E i
i=1
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Kapitel XV: Das Summenzeichen

Das Summenzeichen |l

Etwas allgemeiner betrachten wir die folgende Summe:
ai+a+a3+...+ap_1+ an.

Die Werte a; sind alle nach demselben Schema aufgebaut.

Aufgrund des einheitlichen Aufbaus der Summanden ist auch hier gut zu erkennen,
welche Summanden abkiirzend als ... dargestellt sind.

Die entsprechende abkiirzende Schreibweise mit dem Summenzeichen lautet:

n
E a;.
i=1
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Kapitel XV: Das Summenzeichen

Das Summenzeichen |11

Es existieren zwei mogliche Schreibweisen fiir die Summe:
n
E aj bzw. E aj
i=m m<i<n

Bezeichnungen:

» i: Indexvariable, Laufvariable

» m: Startwert
» n: Endwert

» a;: der i-te Summand
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Das Summenzeichen |V

Einige Beispiele:

> S i=0+1+2+3+4+5

> Y K =243 44 +52+6°+T7°
k=2
4 1 2 3 4 5
2R R R R
=
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Aufgaben

Aufgabe XV-1

Schreibe die folgenden Summen ohne das Summenzeichen:

a) Z ak b) Z aj c) Z 2

1<k<4 1<i<10 0<<10
i: gerade j: ungerade
d) E bj e) E ay
1<j<15 1<k<50
j: Primzahl k: Quadratzahl

Hinweis: Es ist nicht notwendig, die Summen auszurechnen.
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Kapitel XV: Das Summenzeichen

Addition von Summen |

Zur Erinnerung: Das Summenzeichen ist lediglich eine abkiirzende Schreibweise.

Gegeben sind die folgenden beiden Summen:
n
Y ai=at+art...+an
i=0
n
> bi=bo+bi+...+ b,
i=0

Frage: Wie sieht die Summe der beiden Summen aus?

n n
Z ai + Z b;
i—0 i—0
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Kapitel XV: Das Summenzeichen

Addition von Summen Il

n n
> ai+Y bi=(ao+a+...+an)+ (bo+bi+...+by)
i=0 i=0

= (a0 + bo) + (a1 + b1) + ...+ (an + bn)

n
= (a; + b,')
i=0
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Kapitel XV: Das Summenzeichen

Subtraktion von Summen

Die Subtraktion von Summen funktioniert nach demselben Schema wie die Addition.

Gegeben sind die folgenden beiden Summen:
n
Y ai=at+art...+an
i=0

n
Zb;:bo+b1+...+b,,
i=0

Als Differenz ergibt sich:
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Kapitel XV: Das Summenzeichen

Ausklammern von gemeinsamen Faktoren

Da die Notation mit dem Summenzeichen nur eine Kurzschreibweise fiir ,,normale Sum-
men" ist, diirfen natiirlich alle Regeln der normalen Summen auch mit dem Summenzei-
chen verwendet werden. Insbesondere gilt dies fiir die Moglichkeit, gemeinsame Faktoren

i)\-aiz)\-iai.
i=0 i=0

auszuklammern:
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Kapitel XV: Das Summenzeichen

Multiplikation von Summen |

Gegeben sind die folgenden beiden Summen:

n
Za,—=ao+al+...+an
i=0

m

ij:b0+b1—|—...+bm
=0

Frage: Wie sieht das Produkt der beiden Summen aus?
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Kapitel XV: Das Summenzeichen

Multiplikation von Summen Il

Bei der Multiplikation wird jedes Element der ersten Summe mit jedem Element der
zweiten Summe multipliziert:

(ga‘)'(gbj) =(ao+ai+...4+an) (bo+bi+...4bm)

=aobo + ...+ aobm + ...+ anbo + ...+ anbm
= (aobo + ...+ aobm) + ...+ (anbo + ...+ anbm)

:Z(a;bo+aib1+...+aibm)

i=0
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Kapitel XV: Das Summenzeichen

Multiplikation von Summen Il

Als Produkt der beiden Summen ergibt sich also:
(a) (o) -3 (e
i=0 Jj=0 i=0 \,j=0

Man nennt dies auch das allgemeine Distributivgesetz.
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Kapitel XV: Das Summenzeichen

Multiplikation von Summen IV

Beispiel:

<21:> ibf (a0 + a1) - (bo + by + bo)

Jj=0

=0

= agbo + aob1 + aobo + a1bg + a1b1 + a1 bz
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Kapitel XV: Das Summenzeichen

Doppelsummen |

Als Doppelsumme bezeichnet man eine Summe, die iiber einer Summe definiert ist.

i=1 j=1

Sind die Indizes der Summen unabhingig, darf die Reihenfolge der Summenzeichen
vertauscht werden:

DTSN

i=1 j=1 j=1i=1
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Kapitel XV: Das Summenzeichen

Doppelsummen |l

Dies ist leicht einzusehen:

n m n
ZZQUZZ(ai1+...+aim)
i=1

i=1 j=1

:(811+812+...+31m)+...+(an1+an2+...+anm)
=(an+an+...+am)+...+ (aim+am—+ ...+ anm)

- E alj .+ anj
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Kapitel XV: Das Summenzeichen

Indextransformationen |

Als Indextransformation werden solche Umformungen bezeichnet, die nur mit den Indi-
zes der Summanden bzw. der Summe geschehen, ohne dabei den Wert der Summe zu
verdndern.
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Kapitel XV: Das Summenzeichen

Indextransformationen |l

Eine sehr einfache Indextransformation ist das Verschieben des Summationsindex um
1:

n+1

n
E a; = E aj_1.
i=0 i=1
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Kapitel XV: Das Summenzeichen

Indextransformationen Il

Es ist leicht einzusehen, dass diese beiden Summen gleich sind:
n
dai=agtat...+a
i=0

n+1
Z di—1=ai-1+ta-1+...+3ampt1)-1
i=1

=a+a+...+ap
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Kapitel XV: Das Summenzeichen

Indextransformationen IV

Im Allgemeinen darf man selbstverstandlich den Summationsindex auch um einen be-
liebigen konstanten Wert verschieben:

n n+k
E aj = E ai—k
i=m i=m+k
n n—k
E aj = E itk
i=m i=m—k
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Kapitel XV: Das Summenzeichen

Indextransformationen V

Eine weitere Indextransformation ergibt sich daraus, dass die Notation mit dem Sum-
menzeichen nur eine abkiirzende Schreibweise darstellt und die Addition kommutativ
ist:

n n
Z aj = E dpn—j.
i=0 i=0
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Kapitel XV: Das Summenzeichen

Indextransformationen VI

Auch diese Gleichheit ist leicht einzusehen:

n
Yai=at+at...+an
i=0

=ap+...+a1+ a
=ap—0+t...+tap(n-1) T an-n

n
= E an—j-
i=0
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Kapitel XV: Das Summenzeichen

Indextransformationen VII

Die Umformung auf der vorherigen Folie ist nur giiltig, falls die Summe den Startwert
0 besitzt. Fiir alle anderen Startwerte gilt die folgende Umformung:

Z aj = Z A(n4-m)—i-

i=m
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Aufgaben

Aufgabe XV-2

Entscheide, welche der folgenden Aussagen wahr und welche falsch sind. Begriinde
deine Antworten!

n+4 n n—1
Z aj aj_4 b) Z aj = Z aj-1
i=1 i=0
7 8 8
ZI:Z 1—2) d) Zak:Zag_k
i=1 i=2 k=4 k=4
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Kapitel XV: Das Summenzeichen

Teleskopsummen

Teleskopsummen sind Summen der folgenden Art:

n

Z (ai - ai+1)~

i=0

Aufgrund des besonderen Aufbaus der Summanden heben sich beim Aufsummieren die
meisten der Summanden gegenseitig auf:

n

; (a,- - 3i+1) = (30 - 31) =+ (31 - 32) + ...+ (a,, - a,,+1)

:ag+(—al+al)+...+(—a,,—i—a,,)—a,,+1

= a0 — an+1-
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Das Produktzeichen

Wir betrachten das folgende Produkt der Werte ay, ..., a,:

dy-a2-a3-...-anp-1-4an.

Analog zu Summen kann dieses Produkt mithilfe des Produktzeichens kompakt darge-
stellt werden:

n
[«
i=1
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Kapitel XVI: Polynome
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Kapitel XVI: Polynome

Definition |

Ein Polynom ist ein Ausdruck der folgenden Form:

1

p(x) = anx" 4+ ap—_1x"" " 4+ ...+ a1x + ap.

Ein Polynom lasst sich mit dem Summenzeichen auch wie folgt darstellen:

n
p(x) = Z arxk.
k=0

Als Grad des Polynoms bezeichnet man die hdchste im Polynom vorkommende Potenz
n.
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Definition 1l

Beispiele:

> a(x) =2x>+3x—7

> b(x)=—x3+4

> c(x) = x4 x8 — x0 +2x5 +10x* — x+ 1
> d(x)=1
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Kapitel XVI: Polynome

Definition [l

Eine Nullstelle eines Polynoms p ist ein Wert xg, fiir den gilt:

p(x0) = 0.

Ein Polynom vom Grad n besitzt hochstens n reelle Nullstellen (und exakt n komple-
xe Nullstellen) — allerdings besitzt nicht jedes Polynom reelle Nullstellen. Ein Beispiel
hierfiir ist das folgende irreduzible Polynom:

X2+ 1.

Hat ein Polynom einen ungeraden Grad, so besitzt es stets mindestens eine reelle Null-
stelle.
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Addition & Subtraktion von Polynomen |

Gegeben seien zwei Polynome a(x) und b(x) (mit m, n € N):

n
a(x) = Z apx”
k=0

b(x) = Z bixk
k=0

Die Summe c¢(x) dieser beiden Polynome lasst sich wie folgt berechnen (nicht vorhan-
dene Koeffizienten ay bzw. by haben per Definition den Wert 0):

max(m,n)

c(x)=a(x)+b(x)= > (ak+bi) x*.

k=0
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Addition & Subtraktion von Polynomen |

Gegeben seien zwei Polynome a(x) und b(x) (mit m, n € N):

n
a(x) = Z apx”
k=0

b(x) = Z bixk
k=0

Die Differenz c(x) dieser beiden Polynome lasst sich wie folgt berechnen (nicht vor-
handene Koeffizienten ay bzw. by haben per Definition den Wert 0):

max(m,n)

c(x)=a(x) = b(x)= > (ak— bi) x*.

k=0
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Addition & Subtraktion von Polynomen IlI
Beispiel:
Gegeben seien die beiden Polynome a(x) und b(x).
a(x) = x> +2x* —5x +3
b(x) =x*+x—1
Hieraus ergibt sich:
a(x) +b(x) =x>+ (2+1)x° + (-5+1)x + (3—1)
=x343x% —4x 42
a(x) — b(x) = 3+ (2— 1)x2 +(-5-1)x+ (3—(-1))
=x34+x>—6x+4
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Kapitel XVI: Polynome

Multiplikation von Polynomen |

Gegeben seien zwei Polynome a(x) und b(x) (mit m, n € N):
x) = Z arxk
k=0
x) = Z bix*
k=0

Das Produkt dieser beiden Polynome l3sst sich auf die folgenden Arten berechnen:

a(x) - b(x) = ZZa, b; - x'™ bzw.

i=0 j=0

m+n
a(x) - b(x) = Z( Z(ak bi— k)

i=0
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Kapitel XVI: Polynome

Multiplikation von Polynomen I

Beispiel:
Gegeben seien die beiden Polynome a(x) und b(x).
a(x) = x4+ 2x%> —5x +3
b(x) =x*+x—1
Hieraus ergibt sich:
a(x) b(x) =x* x>+ x+x3 (1)
+2x2 X% 4 2x% x4+ 2x2 - (—1)
—5x-x2 —Bx-x —b5x-(—1)
+3x% +3x+3-(-1)
= x> +3x* —4x® —4x® + 8x -3
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Kapitel XVI: Polynome

Division von Polynomen |

Zu je zwei Polynomen a(x) und b(x) mit b(x) # 0 gibt es eindeutig bestimmte Poly-
nome g(x) und r(x) mit grad(r(x)) < grad(b(x)) oder r(x) =0, so dass

a(x) = q(x)b(x) + r(x)

gilt. Man nennt dies eine Zerlegung mit Rest von a(x) beziiglich b(x).
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Kapitel XVI: Polynome

Division von Polynomen [l

Beispiel:

Gegeben seien die beiden Polynome a(x) und b(x).
a(x) =2*+x3+x+3
b(x) = x4 x—1

Es folgt:

2x* X8 +x 43 i (PH+x—-1)=2x>—x+3
(2x*  +2x3 —2x?)

—x3  42x> 4x 43
— (—x® —x2 +x)

3x? +3
- (3x*  +3x -3)
—3x 46
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Kapitel XVI: Polynome

Division von Polynomen [lI

Als Ergebnis erhalt man die folgende Zerlegung mit Rest:

2 453+ x+3=(2% —x+3) (P +x—1)+(-3x+6).

a(x) a(x) b(x) r(x)

Das Ergebnis ldsst sich auch wie folgt schreiben:

2x* +x3 4+ x+3 ) —3x+6
=27 X434 5 .
x2+x—1 x24+x-—1
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Kapitel XVI: Polynome

Aufgabe XVI-1
Gegeben seien die folgenden beiden Polynome a(x) und b(x).

a(x) =x3+2x* —5x+3
b(x) =x+2

Berechne die folgenden Ausdriicke:
a) a(x) + b(x)

b) a(x) — b(x)
c) a(x) - b(x)
d) a(x) : b(x)
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Kapitel XVII: Gleichungen & Gleichungssysteme
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Kapitel XVII: Gleichungen & Gleichungssysteme

Lésen von linearen Gleichungen

Gegeben sei die folgende lineare Gleichung:

ax+ b=0.

Fiir gegebene Werte a,b € R l3sst sich die einzige Lésung direkt durch Umstellen
berechnen:
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Kapitel XVII: Gleichungen & Gleichungssysteme

Lésen von quadratischen Gleichungen |

Gegeben sei die folgende quadratische Gleichung:
x4+ px+q=0.
Fiir gegebene p, g € R lasst sich die Lésung wie folgt berechnen:

2
p p
X1/2=—§:|: T_q
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Kapitel XVII: Gleichungen & Gleichungssysteme

Lésen von quadratischen Gleichungen |l

Es sind drei Falle zu unterscheiden:
2

> Fall 1:%—q>0

Es gibt genau zwei reelle Losungen.

2
p p
Xp=-5+\ T 4
2
p
> Fall2: =— —g=0
a 7 4
Es gibt genau eine reelle Lésung.
_ P
X1 = —5

(© 2023 Steven Kohler
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Kapitel XVII: Gleichungen & Gleichungssysteme

Lésen von quadratischen Gleichungen |l

p?
> FaII3:I—q<O

Es gibt keine reellen Lésungen.
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Kapitel XVII: Gleichungen & Gleichungssysteme

Lésen von quadratischen Gleichungen 1V

Gegeben sei die folgende quadratische Gleichung:
ax®>+ bx+c=0.
Fiir gegebene a, b,c € R mit a # 0 l3sst sich die Lésung wie folgt berechnen:

b b2 ¢

LAY -
/2 2a 432 3

Analog zur Gleichung x?+px+q = 0 sind auch hier verschiedene Fille zu unterscheiden.
(Welche namlich?)
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Kapitel XVII: Gleichungen & Gleichungssysteme

Lésen von quadratischen Gleichungen V

Aufgabe XVII-1

Lose die folgenden quadratischen Gleichungen.
a) x> +2x—-8=0

—49x2 + 16x = —12
3x2=2x2 -1

)
)
d) 5x2 —5x =0
)
)
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Kapitel XVII: Gleichungen & Gleichungssysteme

Lésen von kubischen Gleichungen |

Gegeben sei die folgende kubische Gleichung:
Ax® 4+ Bx?> + Cx+ D = 0.
Division durch A fiihrt auf die Normalform

Bt ax®+bx+c=0

C a

mit a = %, b= %und c = %. Durch die Substitution x = y — £ erhdlt man die
reduzierte Form

v} +py+q=0.
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Kapitel XVII: Gleichungen & Gleichungssysteme

Lésen von kubischen Gleichungen |l

Die reduzierte Gleichung kann mithilfe der Cardanischen Formeln gelost werden:

n=utv
u-+v u—v
Yo = — 5 + 5 -I\/§
u+v u—v
y3=- 5 T o -iV3

mit

u
v

eI ORIC)
-2 e
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Kapitel XVII: Gleichungen & Gleichungssysteme

Lésen von kubischen Gleichungen Il

Fiir die Diskriminante D = () + (£)* gilt:
> Fall1: D >0
Es gibt eine reelle und zwei konjugiert komplexe Ldsungen.

> Fall2: D=0
Es gibt drei reelle Lésungen, darunter eine Doppelwurzel.

> Fall3: D <0
Es gibt drei reelle Losungen, die sich auf goniometrischem Weg berechnen lassen.
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Kapitel XVII: Gleichungen & Gleichungssysteme

Lésen von kubischen Gleichungen IV

n=2/gles(3)
Y2 = —2\/@&5 (? — 600)
y3 = —2\/@&5 (% + 600)

Der Wert ¢ lasst sich aus der folgenden Gleichung berechnen:
q

2

i

Die entsprechenden x-Werte folgen aus der anfanglichen Substitution:

cosy =

a
X:y—|—§.
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Kapitel XVII: Gleichungen & Gleichungssysteme

Lésen von linearen Gleichungssystemen |

Das folgende lineare Gleichungssystem besteht aus zwei Gleichungen und zwei Varia-
blen:

ax+ by =a
ax + by = o.

Als Losung dieses Gleichungssystems zihlt jedes Paar (xo, yp), das beide Gleichungen
erfiillt.

Analog verhilt es sich bei einer beliebigen Anzahl von Gleichungen und einer beliebigen
Anzahl von Variablen:

C11X1 + C1oXo + ...+ CipXn = b1

CmiX1 + CmXo + ... + CmnXn = bm.
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Kapitel XVII: Gleichungen & Gleichungssysteme

Lésen von linearen Gleichungssystemen |l

Es gibt viele Moglichkeiten, ein Gleichungssystem zu 6sen.

Einige Beispiele:

>
>

Geschickte Addition oder Subtraktion der Gleichungen;

Umstellen einer Gleichung nach einer Variable und anschlieBendes Einsetzen in die
anderen Gleichungen;

Gleichsetzen von zwei Gleichungen;

GauB-Verfahren (nur fiir lineare Gleichungssysteme, wird in der Vorlesung bespro-
chen);

GauB-Jordan-Verfahren.
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Kapitel XVII: Gleichungen & Gleichungssysteme

Aufgaben

Aufgabe XVII-2

Lose die folgenden Gleichungssysteme. Wahle dazu moglichst geschickte Verfahren und
mache die Probe.

2) 3Xx =2y +7 =7

x+2y =5
x = 2y—5
b) 0 = 3—y
o Y = 5 - ax
y = 1l—x
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Kapitel XVII: Gleichungen & Gleichungssysteme
Aufgaben

Aufgabe XVII-3

a) Paul und sein Vater sind zusammen 33 Jahre alt. In 30 Jahren wird Paul halb so
alt wie sein Vater sein. Wie alt sind Paul und sein Vater?

b) Michael ist jetzt halb so alt wie seine Mutter. In zwei Jahren werden beide zusam-
men 100 sein. Wie alt sind Michael und seine Mutter?
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Kapitel XVII: Gleichungen & Gleichungssysteme
Aufgaben

Aufgabe XVII-4
Lose das folgende lineare Gleichungssystem.
x1 + 3x0 + 5xg =

x1 + 4xp + 6x3
—2X1 — 5X2 — 8X3 = -8

|
o1
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Kapitel XVIII: Logische Verkniipfungen, Quantoren &
Bedingungen
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Logische Verkniipfungen |

A und B seien Aussagen, die entweder wahr oder falsch sein kénnen.
» Konjunktion: AN B

Die Aussage A A B ist genau dann wahr, wenn sowohl A als auch B wabhr ist.
» Disjunktion: AV B

Die Aussage AV B ist wahr, wenn entweder A oder B wahr ist; oder natiirlich
auch beide.
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Logische Verkniipfungen Il

A und B seien Aussagen, die entweder wahr oder falsch sein kénnen.
» Implikation: A= B

Die Aussage A = B bedeutet, dass immer, wenn A wahr ist, auch B wahr ist.
(, B folgt aus A.")

» Biimplikation: A < B

Die Aussage A < B bedeutet, dass immer, wenn A wahr ist, auch B wahr ist —
und umgekehrt. (,,genau dann wenn")
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Logische Verkniipfungen Il

A sei eine Aussage, die entweder wahr oder falsch sein kann.
> Negation: A

Die Aussage A ist genau dann wahr, wenn die Aussage A falsch ist.
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Logische Verkniipfungen IV

Beispiele:

> ANBAC

> AN(BVC)

» A= (BAC)
» ANB< BAA
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Kapitel XVIII: Logische Verkniipfungen, Quantoren & Bedingungen

Quantoren

Soll eine Aussage dariiber getroffen werden, ob eine Bedingung fiir mindestens einen
oder fiir alle Werte gilt, kdnnen sogenannte Quantoren verwendet werden:
» Allquantor: Vx : A

Der Allquantor V besagt, dass die Aussage A fiir alle x gilt.
» Existenzquantor: 3x : A

Der Existenzquantor 3 besagt, dass es mindestens ein x gibt, fiir das die Aussage
A gilt.
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Notwendige Bedingungen

Bei einer notwendigen Bedingung B fiir eine Aussage K handelt es sich um eine Be-
dingung, die den folgenden Eigenschaften geniigt:

> |st die Aussage K wabhr, so ist auch stets die Bedingung B erfiillt.
> |st die Bedingung B nicht erfiillt, so ist die Aussage K auf jeden Fall falsch.
> Ist die Bedingung B erfiillt, so kénnte die Aussage K wahr sein.

Die Bedingung B ist lediglich eine erforderliche Voraussetzung fiir die Aussage K. Mit
ihr kann stets festgestellt werden, ob die Aussage K falsch ist — sie geniigt jedoch nicht,
um zu entscheiden, ob K wahr ist.
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Kapitel XVIII: Logische Verkniipfungen, Quantoren & Bedingungen

Hinreichende Bedingungen

Bei einer hinreichenden Bedingung B fiir eine Aussage K handelt es sich um eine
Bedingung, die den folgenden Eigenschaften geniigt:

> Ist die Bedingung B erfiillt, so ist auch die Aussage K wahr.

» Die Bedingung B ist nicht notwendig. K kann wahr sein, selbst wenn B nicht
erfillt ist.

» Es ist kein Riickschluss von K auf die Bedingung B méglich.
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